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 論文内容の要旨
 調和写像は極小曲面や測地線などの一般化と考えられる幾何の重要な研究対象のひとつである。コン
 パクトな多様体間の調和写像の存在は,値域が負曲率の場合,EellsとSampson[7]によって示された。さ
 らにHamilton[9]はコンパクト多様体間の調和写像の境界値問題を,値域が負曲率の場合に研究した。そ
 の一方で非コンパクト多様体間の調和写像の研究,特にHadamard多様体間の境界値問題の研究はまだ端
 緒についたばかりである。Hadamard多様体は,測地半直線の漸近類からなる理想境界を付け加えること
 によってコンパクト化される。二つのHadamard多様体のそれぞれの理想境界の間に写像を与えたとき,
 その写像を境界値とする,Hadamard多様体問の調和写像を求める問題を調和写像の無限遠境界値問題と
 いう。コンパクト化がRicmann多様体にはならない(内部の計量は境界までのびない)ので,コンパクト
 Riemann多様体間における既存の議論は適用できず,ながらく手付かずであった。
 90年代になって初めて,Akutagawa[1]が2次元の実双曲空間の間でこの問題を研究した。同時期にLi
 とTam[10]は一般の次元の実双曲空間の間で,この境界値問題を研究し,存在,滑らかさ,一意性につい
 て興味深い結果を与えた。Bando[21は両方の場合の証明を簡略化した。これらの先駆的な研究がきっか
 けとなり,調和写像の無限遠境界値問題がさまざまな角度から研究されるようになった。これら実双曲
 空間の場合の結果をDonnelly[31は実双曲空間を含むすべてのランクが1の非コンパクト型の対称空間に
 拡張し,後にGr曲amの空間[8]の枠組みでこの拡張を精密化した[41。これらの研究を拡張する試みが
 NishikawaとUeno[111によってなされた。
 これらの一連の研究において,一階の(実双曲空間以外のランクが1の非コンパクト対称空間では二階
 の)導関数が境界まで連続にのびるという滑らかさの仮定をのもとで,非退化な境界値をもつ解は一意的
 に定まるという解の一意性定理が示された。滑らかさの仮定は証明上の技術的な問題ではなく,本質的
 であって一意性定理の主張から取り去れないことが予想された。すなわち境界値をひとつ与えたときに
 その境界値をもつ調和写像を2つ以上(たとえばその族)を構成してその解の滑らかさを評価することが問
 題になった。
 この問題に関しLiとTamは2次元の実双曲空間の間に恒等写像を境界値にもつ解の族を与えた。その
 滑らかさが1/2ヘルダー連続であることを示し,一意性の主張から滑らかさの仮定を取り去れないことを
 次元が2の場合に示した。彼らは対称性をもつ解を探すことにより,調和写像の方程式を非線形常微分方
 程式に帰着させ,その解を具体的に与えたが,このように非線形常微分方程式に具体的に解を与えられ
 ることは一般的には期待できない。
 EconomakisはLiとTamの例を次元3以上の実双曲空間の間に拡張した。やはり対称性を用い非線形常
 微分方程式に帰着させたが,具体的にこの常微分方程式の解を書き下すことは極めて困難だったので,
 縮小写像の原理をもちいて解の存在証明をおこなった[6]。この解写像の滑らかさはヘルダー指数1/2以
 下のヘルダー連続であることが示され,一意性の主張から滑らかさの仮定を取り去ることができないこ
 とが,次元が3以上の実双曲空間の場合にも示された。
 これらの結果に対応してDonnellyの一意性定理にも滑らかさの仮定が本質的であり,取り去れないこ
 とを確認できる例を作れるかどうかがNishikawaにより問題提起された。本論文ではしiとTamや
 Economakisの結果をランクが1の非コンパクト型の対称空間に拡張しこの問題を解決する。Chapter5で解
 を構成し,Chapter6で解の滑らかさを評価し,Donnellyの一意性定理における滑らかさの仮定が本質的で
 取り去れないことを示す。ここで,本論文の論法で,LiとTamやEconomakisのものと違う点について,
 述べることにする。まずはじめに,非線形常微分方程式に帰着させて解の存在を証明する際に,具体的
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 に解を書き下さないことはEconomakisと変わらない。本論文では,非線形常微分方程式にEconomakisの
 ように縮小写像の原理を使う代わりに,常微分方程式をまず扱いやすい平行移動不変な方程式に変形し,
 解の比較および対角線論法によって解の存在を示した。さらに,この方程式の変形法には汎用性があり,
 一般の管状領域の間の調和写像の構成に役に立つこともわかった(Chapter2,3)。次に,実双曲空間は共
 型平坦であり,LiとTamやEconomakisらの滑らかさの解析ではその事実が本質的に使われていたが,他
 の非コンパクト型のランクが1の対称空間は共型平坦ではない。そこで,滑らかさの評価の際には共型平
 坦でない非コンパクト型のランクが1の対称空間で使える議論の開発をした。さらに,実双曲空間の場
 合と異なり,複素双曲空間の上の調和関数の解析においては,方向によって各微分が異なる重みをもつ
 Grahamのヘルダー空間がある[41。DonnellyはGrahamのヘルダー空間による枠組みを調和写像の解析に
 もちい,解の一意性を示したが,Chapter7では我々の解のGrahamのヘルダー空間における評価もお・こな
 い,滑らかさの仮定を取り去ることができないことを確認した。
 ところで非コンパクト型のランクが1の対称空間の境界は票零Lle群の一点コンパクト化とみなせ』そ
 のLie代数は自然な次数つきLie代数の構造をもち,自然なフィルターレーションをもつ。複素双曲空間
 の場合,このフィルタレーションは境界の接触構造に対応するものである。このフィルタレーションが,
 一階の導関数が境界まで連続な調和写像の境界値によって,保たれるということを,Donnellyは示した。
 この主張は調和写像の境界値になりうる写像には,制限がありそうなことを示唆する主張として注目さ
 れた。
 さらに,この主張を精密にする試みとしてDonnellyは常微分方程式の解析により境界値が接触構造を
 保たない(すなわちフィルタレーションを保たない)調和写像の族を構成した[5]。この解は一階の導関数が
 境界まで連続にはのびておらず,一階の導関数が境界まで連続にのびると仮定しなければ,調和写像の
 境界値は接触写像とは限らないことを確認した。
 ところで,このDonnellyの研究[5]ではフィルタレーションを保たない境界値ひとつに対して,調和写
 像の族が与えられており,とくに解は一意に定まっていない。さらに,Donnellyは[31で,二階の導関数
 が境界まで連続にのびる非退化な調和写像(境界値は自動的にフィルタレーションを保つ)の一意性を示し
 ていた。これらの二点の注意を考慮に入れて,DonneHyはフィルタレーションを保つ写像を境界値にもつ
 調和写像は一意に定まるのだろうかという問題を提起した。
 この問題に対して,本論文のChapter2,3で我々は,前述の恒等写像を境界値にもつ調和写像の族以外
 にも,フィルタレーションを保つ境界値をもつ調和写像の族を構成し,解の一意性を主張するには,フ
 ィルタレーションを保つ境界値をもつだけでは十分でないことを明らかにした。
 さらに,値域の次元が定義域の次元より小さい場合,複素次元2以上の複素双曲空間の問のフィルタレ
 ーションを保つ境界値は必ず退化するが,Donnelly[3]の解の存在定理には境界値が非退化という条件が
 あるので,定義域の次元より値域の次元が小さい調和写像は,[3]の存在定理を使って作ることはできな
 いと,Donnelly自身は主張する。この主張に関連し,われわれの解の構成法では境界値は退化するものも
 許容するので,定義域の次元より値域の次元が小さい調和写像も,新たに構成できたことにも注意して
 おく。
 以上の問題に関連し,一階の導関数が境界まで連続にのびる調和写像の境界値はフィルタレーション
 を保つ写像であるというDonnellyの主張はNishikawaとUeno[11]によってランクが1の対称空間の一般化
 であるゐ一te㎜Camot空間の間の調和写像に拡張されたことに言及しておく。
 さて,ここでランクが2以上の対称空間への一般化について話を進めることにする。ランクが1の場合
 とことなり,ランクが2以上の非コンパクト型の対称空間のコンパクト化は,角があるので滑らかな多様
 体にすらならない。したがって解析は極度に難しく,ランクが2以上の非コンパクト型の対称空間の間の
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 調和写像の無限遠境界値問題に関する研究は現在まで知られていない。本論文の最終章Chapter8では,
 符号が(2,2)の2次形式を不変にする特殊ユニタリ群の可解部分群として実現される,非コンパクト型の
 ランクが2の対称空間の間の調和写像の構成を論ずる。ランクが2以上の非コンパクト型の対称空間の上
 の調和関数の研究がなされたのは最近のことであり,この研究はそれらの研究の非線型版の拡張とも言
 える。
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 論文審査の結果の要旨
 非コンパクトリーマン多様体間の調和写像の無限遠境界値問題の組織的な研究は1993,4年のLi-Tamと
 芥川の仕事にはじまる。
 Li-Tamと芥川は実双曲空間型の場合を取り扱い,適当な滑らかさの仮定の下で固有な調和写像の境界
 写像が満たすべき条件を見いだし,逆に条件が満たされば対応する固有な調和写像が存在することを証
 明した。
 Donnellyは実双曲空間以外の非コンパクトランク1対称空間間の調和写像は境界まで込めた滑らかさ
 の下で,境界写像が一般化されたコンタクト写像になることを示し,逆に非退化なコンタクト写像を境
 界写像とする無限遠境界値問題は境界まで滑らかな一意解を持つことを示した。
 しかし,滑らかさの仮定なしでは境界値問題の解の一意性は証明出来ず,またどの様に滑らかさが一
 意性と関係するかは明らかではなかった。
 渡部氏は非コンパクトランク1対称空間を含む空間族においては,変数分離によって問題を常微分方
 程式に帰着できることを見いだした。それを解くことによって,境界写像として恒等写像に限定しても
 境界で特異性を持つ解の族が構成出来ることを示し,解の滑らかさは一意性において欠かせないことを
 明らかにした。また境界における特異性の評価も行った。これは,一意性を保証する最弱の滑らかさを
 求める上で参考となる結果である。
 Donnellyは境界が匿等写像でない例を具体的に構成したが,渡部氏はさらに広いクラスの境界写像に
 対しても解が具体的に構成できる事を示している。
 また,調和写像では行き先の多様体の次元が元の多様体より下がる例を作ることは一般には難しいが,
 ランクの高い非コンパクト対称空間上でそのような例も構成している。
 これらの具体的な例の統一的な構成は,非コンパクトリーマン多様体間の調和写像を研究する上で有
 用な指針を与え,この分野への寄与として大いに評価できる。渡部氏は自立した研究者として高度の研
 究を行う能力と学識を持っている事を示している。したがって,渡部大志提出の論文は,博士(理学)の学
 位論文として合格と認める。
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